1 Mathematische Module von
Zufallsexperimenten

1.1 Grundbegriffe

Grundraum: nicht leere Menge €2 # ()
Enthéllt alle moglichen Ergebnisse eines Zufallsexperimentes.
Ereignis: Teilmenge A C Q2

Nicht immer wird jede Teilmenge als Ergebnis bezeichnet,

sondern nur Mengen aus einem Mengensystem A C 2%

Sprechweise: Ereignis A tritt ein < Ereignis w liegt in A
Elementarereignis: w € ()

Vorsicht!: w ist kein Ereignis!

Aber w ist ein Ereignis, falls A geeignet ist.

Beispiel 1.1.

(i) Werfen eines Wiirfels
Q=1,...6
Ereignis “Augenzahl ist gerade” A = 2,4,6

(i) In einem Netzwerk werden Lingen (in Byte) der ersten n = 105 Pakete beobachtet
Q=N ={(w1,...,wn)|w; € (N)}
Interpretation: w = Ldnge des i-ten Paketes
Ereignis “Das grofite Paket umfasst mazimal 107 Byte”
A= (Wi, .ywy) |w; <10V1<i<n

" Rechnen mit Ereignissen”

Seien A, B C 2 Ereignisse. Dann ist

e AUB={weQ|we Aoderw € B}
Ereignis, dass A eintritt oder B eintritt

e ANB={weQ|we Aundw € B}
Ereignis, dass A und B eintritt

e A\B={weQ|we A,w¢ B} Ereignis, dass A eintritt, aber nicht B



e ACB
Wenn A eintritt, dann tritt auch B ein.

Im Wahrscheinlichkeitsmodell soll jedem Ereignis eine Wahrscheinlichkeit (W.) zuge-
ordnet werden.

Diese miissen Bueinander passen”.

z.B. muss bei A C B die Wahrscheinlichkeit von A < Wahrscheinlichkeit von B sein
(Monotonie)

Mathematisch: Abbildung P:A—R
mit Normierung P(0) =0 Ereignis, dass nie eintritt hat W. 0
P(Q)=1 Ereignis, dass immer eintritt hat W. 1

~ P:A—0,1]

Welche Abb. P sind sinnvoll?

—  Folien ”1. Ansatz: Inhaltlicher Zusammenhang”
bis ”Subjektivistische” ...

Axiomatischer Zugang - Kolmogovou (1933)

Fordere Eigenschaften von P
Zur Motivation: Fiir die relativen Héufigkeiten “empirische Wahrscheinlichkeiten” gilt
P,(Q)=1,P,0=0
A, B,disjunkt(ANB =0) = P,(AUB) = P,(A) + P,(B)
2 k
Induktiv folgt: Ereignisse Ay, ..., A disjunkt = P,(J) = >_ Pu(A:)
i=1 =1

1.2 endl. Wahrscheinlichkeitsraum & WahrscheinlichkeitsmalB

Definition 1.2 (endl. Wahrscheinlichkeitsraum & Wahrscheinlichkeitsmaf}). Ein
endlicher Wahrscheinlichkeitsraum ist ein Paar (2, P) bestehend aus einem endlichen
Grundraum Q # 0 und einer Abbildung P : 2% — [0,1] mit den Figenschaften:

e P(Q)=1
e A B C Qdisjunkt = P(AU B) = P(A) + P(B) (Additiviannahme)
P heifst dann Wahrscheinlichkeitsmalfs.




Beispiel 1.3.

(i) vgl. Beispiel 1.1.(i) einmaliges Werfen eines Fairen Wiirfels
Q=1,..,6 W
A
insbesondere P(w) = }

(ii) Werfen zweier unterscheidbarer fairer Wiirfel
0= {(W1,UJ2) ‘ wi,wy € {1, ...,6},&)1 < wg}
Hier ist es nicht sinnvoll jeder Menge (w1, ws) die gleiche Wahrscheinlichkeit zu-
zuweisen, denn z.B. gibt es 2 Mdaglichkeiten (1,2) zu erhalten, aber nur eine fir

(1,1).

1
=, W] = W9

~ P({wi,w —{36’
({ 1, 2}) 326? " L 9

Fiir A C Q folgt
P(A) = ZGIAP({w})

Satz 1.4. Sei (0, P) ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum, dann gilt
(i) P(0) =0

(’l"i) Al, ,Ak cQ disjunk‘t = P( LkJ Al) = iP(Az)
=1 i=1
(iii) P(A°) =1— P(a) YA C Q
(i) AC BC Q= P(B\A) = P(B) — P(A)
(v) A,BC Q= P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B)
k

k
(vi) VA1, ..., Ay CQ = P(UA;) < > P(A)
=1 =1

Beweis: (i) - (v) Ubungen

i-1
(Vi) Def. B; := Al,BZ’ = Al\ UA] CAV2<i<k
j=1
= By, ..., By disjunkt ( denn fiir i < I, B; C A;, A; N By)
k k
UBi=UA;
i=1 i=1
k k K
= P(UAi) =P(UBi) =3 P(Bi) < P(A))
=1 i=1 i=1

(2
(Ist w € A; fiir ein i und ist i, das kleinste solche i, dann ist w € B;)




Definition 1.5 (Gleichverteilung oder Laplace-Verteilung). Ist Q endlich, so heifst das
durch

P(A) =13, ACq,
definierte Wahrscheinlichkeitsmaf$ die Gleichverteilung oder Laplace-Verteilung auf €2

1.3 Urnenmodelle

Wenn Gleichverteilung betrachtet wird, sind nur Méchtigkeiten von Mengen zu bestim-
men.
Oft hilfreich sind Urnenmodelle

Situationen

Es sind die Kugeln 1,...,n in der Urne und es wird k-maliges Ziehen aus der Urne be-
trachtet.
Es wird unterschieden, ob

e mit oder ohne Zuriicklegen gezogen wird

e mit oder ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge gezogen wird

1.3 (a) Ziehen mit Zuriicklegen und mit Beriicksichtigung der Reihenfolge

Grundraum Qo ={1,..,n}* = {(w1,...,wp) | wi € {1,...,n}}
Interpretation: w (Wi, ey wi) € Qg
im i-ten Zug werde Kugel w; gezogen

1l

12| =nk

1.3 (b) Ziehen ohne Zuriicklegen, aber mit Beriicksichtigung der Reihenfolge
Q= {(wi, ., wn) € Qo | wi #Fw;V1 <i < j <k}
Interpretation wie bei a, || =n-(n—1)-...-(n—k+1) =

N!
(n—Fk)!

Begriindung: n Moglichkeiten fiir wy
dann n-1 Moglichkeiten fiir wo bei gegebenen wy
dann n-2 Moglichkeiten fiir wg bei gegebenen wq, ws

dann n-k+1 Moglichkeiten fiir wy bei gegebenen wy, ..., wr_1




1.3 (c¢) Ziehen ohne Zuriicklegen und ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge

Ordne gezogene Kugelnummern nach Grofie

Qe = {(w1, ey w) € Qg w1 <wy < ... <ws}

Es gibt zu jedem (wi,...,wr) € Q genau k! verschiedene Moglichkeiten die k
verschiedenen Kugelnummern anzuordnen.

D.h. jedem w € €. entsprechen k! Elemente aus €2,

Q n. n
= Q| = llel = 7k!(nlk)! = (})

1.3 (d) Ziehen mit Zuriicklegen und ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge

Qd = {(wla 7w1€) S Qa | w1 S w2 S S Ldk}
Die Abbildung

S:Qy— {(@1 @) €{l,n+k—1}F |0 <@y < ... <Dt = Qe
S(wiy ey wg) = (w1, wa + 1,ws + 2, .ccywg, + b+ 1)

ist eine Bijektion.

Q. ist vom gleichen Typ wie €. mit n ersetzt durch n + k - 1.
Also [Q] = [0 < (41

n

Beispiel 1.6. (i) Lotto 6 aus 49

(i)

6 Kugeln werden ohne Zriicklegen und ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge aus
49 Kugeln gezogen

G gibt (469) = 13.983.816 Mdglichkeiten

Alle Méglichkeiten gleichverteilt

= Gewinn fiir ein Los (4—1) ~7,15-1078

6

Suche bei Yahoo nach Schlagwirtern ”Hausdepp Kartenspiel”gibt es unter den er-
sten 10 Links genau einen, unter dem die Regeln zu finden sind. Angenommen die
Nummern dieser Links sei gleich verteilt auf 1,...,10.

Sie Probieren Links zufdllig durch.

Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dass Sie genau k Versuche brauchen.

~ Ziehen ohne Zuriicklegen und mit Berticksichtigung der Reihenfolge
Q= {(wi, ., wr) € {1, ..., 10}* | w; # w;Vi # j}



Ergebnis “Erfolg nach genau k Versuchen”

A= {1, 1,7) |05 € {10 10)\ V1 < i < k1)
entspricht 9-maligem Ziehen ohne Zuricklegen auf {1,...,10} \ {7}

|
= |41 = g=i-on

_ 10!
9= mo-m

Bei Gleichverteilung

1AL 9 1
P(A) — lvertQ] — 10! T 10

Bet 2 richtigen Links analog

|
Al = E=te=n

_ 10!
€] = (T0—k)!

— 1Al _ 8-(10=k) _ 10—k
P(A) T lvertQ)] T 10! - 109

Liegt wie z.B. im Beispiel 1.1(ii) kein endlicher, sondern abzéhlbarer Grundraum vor,
dann ist die Additivannahme nicht mehr ausreichend.

Definition 1.7 (diskretes Wahrscheinlichkeitsmafl & -raum). Sei Q # () eine beliebige
nicht-leere Menge.
Eine Abbildung P : 2% — [0,1] diskretes Wahrscheinlichkeitsmap, falls

(i) P(Q) =1

(i) VA, C Q, n € N disjunkt: P(|J An) = > P(Ay) (¢ o-additivitit ”)
neN neN

(i) Und eine Abzihlbare Menge Qy C Q mit P(2) = 1.

Dann heifit (2, P) diskreter Wahrscheinlichkeitsraum.

Satz 1.4 gilt vollig analog auch fiir diskrete Wahrscheinlichkeitsraume.
Es gilt sogar in Verallgemeinerung von 1.4(vi)

Satz 1.8. Sei (2, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum A, C QVn € N

Dann P(|J 4,) < > P(4,) ( “o-subadditivitit”)
neN neN




Beweis:

(i) 3Qp C Q abzéhlbar, P(p) =1
=$_P(Qoﬂ==()
=VYw e Q°: f(w) = Pw) < P(Q°) =0
= Qp C Qo = Qp abzihlbar, d.h. (1a).
(1b) ist Spezialfall von (1.1)
(1.1) folgt aus der o-Additivitéit von P
denn

P(A)=P(ANQr)+ P(ANQr°)

4P(AfWQT)
P( | w

wEANQ T

Y. Pw= Y fw=) f)
wEANQ weEANQ w€eA

da f(w) =0Vw ¢ Qp

(ii) Def. P(A) gemaB (1.1) fiir alle A C Q
Dann ist P ein diskretes Wahrscheinlichkeitsmafl, denn

o P() (® Ly
e A, C Q.n e N,disjunkt
SP(UANE ¥ @)= X 3 fl s P4,

neN neNweA, neN
neNU,



(i)

(i)

11 1b
e P ¥ )= ¥ i) P
weQp weN
und Q7 ist abzdhlbar nach (1a)

Also ist P diskretes Wahrscheinlichkeitsmafl mit P({w}) (L f(w) d.h. fist Zahldichte
von P. Dass P das einzige diskrete Wahrscheinlichkeitsmafl mit diesen Eigenschaf-
ten ist, folgt aus (1.1).

Beispiel 1.10.

Seip € [0,1]
1=(p+1-p)"= kgﬂ(};‘)p’“ S(L=pnF = f(k)

def. Funktion f:0,...,n=:Q — [0,1]

die (1a) und (1a) erfillt, d.h. Zihldichte eines diskreten Wahrscheinlichkeitsmafles
auf Q) ist:

Binomialverteilung B, p)

d.h. By (k) = ()" - (1 =p)" ™" VkeQ

Spiter: B, ) beschreibt zufillige Anzahl der Erfolge bei n-maliger unabhingiger
Durchfiihrung eines Zufallsexperiments mit Erfolgswahrscheinlichkeit p.

Frage : Wie grof8 ist die Wahrscheinlichkeit, dass man k mal wiirfeln muss, bevor
das erste Mal 6 gewiirfelt wird?

Bei fairem Wiirfel:

Wahrscheinlichkeit k-mal keine 6 zu wiirfeln = (%)k

Wahrscheinlichkeit beim (k+1)- Mal 6 zu wiirfeln = (%)

= gesuchteW ahrscheinlichkeit = (%)k . % Vk € Ny

Allgemein: Fiir p € (0,1] definiert
fk)=(1—-p)* p

Zihldichte, denn Ny, abzdhlbar und

Z f(k) =p- Z (1 7p)k; geom@triicheReihep ) 1_(%_ ) -1
k€eNp neNy p

Zugehoriges Wahrscheinlichkeitsmaf: geometrische Verteilung G,
beschreibt die Misserfolge bis zum ersten Erfolg bei unabhdngiger Durchfiihrung
eines Zufallsexperiments mit Erfolgswahrscheinlichkeit p.



2 Bedingte Wahrscheinlichkeiten und
Unabhangigkeit

Gesucht: Wahrscheinlichkeit, dass Ereignis A eintritt, wenn bekannt ist, dass Ereignis B
eintritt/eintreten wird.

Experiment wird n mal durchgefiihrt
na Anzahl der Experimente, bei denen A eintritt
npg Anzahl der Experimente, bei denen B eintritt n4np Anzahl der Experimente, bei
denen A und B eintreten

empirisches Gesetzt der groflien Zahlen:
Fiir “grofie” n
%4 ~ P(A),"E ~ P(B), ™05 ~ P(AN B)

Zur Bestimmung obriger Wahrscheinlichkeit betrachtet man nur Experimente, bei

denen B eingetreten ist.

ANB
NANB n ~ P(AQB)

ng B~ TP(B)

lod

, falls der Nenner > 0.

Definition 2.1. bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben B Sei (2, P) diskreter Wahir-
scheinlichkeitsraum, B C Q mit P(B) > 0, A C Q, dann heifst

P(A|B) = 2552
bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben B

Beispiel 2.2. (vergleich Prdsentsibungsblatt 2, AS3)
Beim Skatspiel hat Spieler 1 keinen buben erhalten.
Wie grof$ ist dann die Wahrscheinlichkeit, dass Spieler 2 oder 3 alle 4 Buben erhalten
hat?
Modell: Q = {(w1, ..., w10, W11, -.., W20, W21, .., W30, W30, W32, ) € K32 | wi # w; Vi # j}
——

Sp.1Karten Sp.2Karten Sp.3Karten Stock
mit K = {KreuzAs, PikAs, ..., Karo7}

P Laplace-Verteilung

C={weQ|{w,..,w} N{KreuzBube, Pik Bube, HerzBube, KaroBube} = ()}
Ergebnis, dass Spieler 1 keine buben erhdllt.

By = {w € Q | {KreuzBube, Pik Bube, HerzBube, KaroBube} C {w11,...,w20}}
Ergebnis, dass Spieler 2 alle Buben erhdlt.




Bs analog
Ergebnis, dass Spieler 8 alle Buben erhdllt.

—>BgﬂB3:®,B2UBgCC

28!
= — '
= 5 - 22
~~ 2

1

L: Anzahl der Moglichkeiten 10 Karten fiir Spieler 1 aus 28 “Nicht-Buben” zu ziehen
(siehe 1.3(b)

2: Anzahl, die restlichen 22 Karten zu verteilen.

|Ba| & |Bs| in Prisentzaufgaben.

Gesuchte Wahrscheinlichkeit:

2.1 P((B2 U Bg) N C)

P(BaUBy | C) = PC)
P(C)
|B2| | |Bs|
+ .
of "ol _ B[+ (B3| 2-1Ba|  prgesents _ 12
= G = = = esentz — —— ~ (), 057

] C] C] 209

Satz 2.3 (totale Wahrscheinlichkeit & Bayes). Sei (2, P) diskreter Wahrscheinlichkeits-
raum, B; C Q(i € I) disjunkt, |J B; = , I (hichstens) abzihlbar und P(B;) > 0, A C Q
il
(i) Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit

P(A) = %P(A | Bi) - P(B;)

(ii) Satz von Bayes

Falls P(A) > 0,k € I, dann

_ P(A| By) - P(By)
P(B | A) = SCP(A| By) - P(B;)
iel

Beweis:

(i) X P(A|B;)- P(B;) = Zm - P(Bi) = P(UP(AN By)) = P(A)
el el ? iel
, da AN B; disjunkt.



(i) P(By | A) =T (ﬁ &f’“) _ P4l JB;’EL')P (Br) _, Beh. mit (i)

Beispiel 2.4. Trisomie 21: genetischer Defekt, verursacht Down-Syndrom
Erkannt durch Fruchtwasseruntersuchung

in 99% der Fdlle, in denen Trisomie 21 vorliegt, ist der Test positiv.

in 98% der Fille, in denen Trisomie 21 nicht vorliegt, ist der Test negativ.

Ergebnisse:
D: Trisomie 21 liegt vor
T: Test positiv

P(T| D)=0,99 Sensitivitit des Tests
P(T¢| D) =0,98 Spezifitit des Tests
= P(T'| D) = 0,02

Was bedeutet es, wenn der Test positiv ist?

Bayes })(jj‘ l)) -}3<1)) 1
P(D|T) = -P(D°) = , ,
(D7) P(T'| D)-P(D)+ P(T | D¢ (D) 1+ S PO

P(D)= relativer Haufigkeit mit der Trisomie 21 in einer Beviilkerungsgruppe auftritt.

25 jihrige Schwangere: P(D) = w525 = P(D|T) ~ 0,035

438 jihrige Schwangere: P(D) = % = P(D|T)=~ 0,503

Also ist allgemeines Screening sinnlos, falls die Erkrankungswahrscheinlichkeit sehr ge-
ring ist.

Wird A nicht von B beeinflusst = P(A | B) = P(A)

Definition 2.5. (P-)Stochastisch unabhingig Sei (2, P) ein diskreter Wahrscheinlich-
keitsraum. Ereignisse A, B C Q heiffen (P-)Stochastisch unabhdingig, falls
P(ANnB)=P(A)- P(B)

Definition 2.6. (P-)Stochastisch unabhdngig allgemein Ereignisse Ai,...,A, C £ in
einem diskreten Wahrscheinlichkeitsraum (€, P) heiflen (P-)Stochastisch unabhingig,
wenn fiir jede Indexmenge I C {1,...,n}, I # 0 gilt

P(NAi) = [1P(A:)

el el




Bemerkung 2.7.

(i)

(i)

(iii)

Definition 2.6 stellt sicher, dass jede beliebige Auswahl A;,i € I C {1,...,n} aus

unabhdngigen Ereignissen A1, ..., An auch wieder unabhdngig sind.

Mehr als 2 Ereignisse Ax, ..., Ay, sind im allgemeinen nicht stochastisch unabhingig,
n

wenn nur P(|J A;) = [[ P(4)
i=1 i=1

= P(0) =0 = T P(4)

Ist z.B. Ay =0, so gilt P(X
= i=1

Ist Ay = A3 = A mit P(A) € (0,1), so gilt

P(A2 N Az) = P(A) # P(A2) - P(43) = (P(A))?

= A, Ag, A3 sind nicht stochastisch unabhdingig

Ebenso sind mehr als 2 Ereignisse i.d.R. nicht stochastisch unabhdngig, wenn je-
weils 2 der Ereignisse stochastisch unabhdngig sind.

Bsp.: 2 maliges Werfen eines fairen Wiirfels

Q={1,...,6}, P Laplace-Verteilung

Ay ={1,3,5}x{1,...,6} (Erste Augenzahl ist ungerade)

Ay =A{1,...,6}2{1,3,5} (Zweite Augenzahl ist ungerade)

Az = {(w1,w2) € Q | w1 + woungerade} (Summe ist ungerade)
= ({1,3,5}2{2,4,6} U {2,4,6}2{1,3,5})

A1, Ay sind stochastisch unabhdngig
Ay, Az sind stochastisch unabhdngig
Ay, Az sind stochastisch unabhdngig

o ‘{27476}'7"{17375}’ _ 9

2.B. P(AyN Bs) = P({2,4,6}2{1,3,5}) ql 2 -1
=53 = P(A2) - P(43)

,d.h. As, As sind stochastisch unabhdingig.

Aber A1, As, As sind nicht stochastisch unabhdngig, denn
A1ﬁA2ﬂA3:@:>P(AlﬂA2ﬁA3) :O#P(Al)P(AQ)P(Ag) :é



3 Zufallsvariablen und ihre Verteilungen

Oft ist nur die summarische Grofle von Interesse und nicht das genau Ergebnis des
Zufallsexperiments.

~» Abbildung X : Q — 5,0 = S beliebige Menge.
Zeichnung

Urbild von B unter X : X 1(B) = {w € Omega | X (w) € B} =: {X € B} Erinnerung:
XY AUB)=X"1YA4)uX(B)
X HANB)=X"YA)nXB)
XN A\B)=X"1(4)\ X (B)

Satz & Definition 3.1. Zufallsvariable Ist (2, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeits-
raum und S # (einebeliebigeMenge, sowirdeine AbbildungX : Q — S auch S-wertige
Zufallsvariable gennant.

Durch PX(B) = P(X~Y(B)) VB C S wird ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf S definiert,
die sogenannte Verteilung von X.
D.h. (S, PX) ist ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum

Beweis: offensichtlich PX(B) = P(X~Y(B)) € [0,1]
PX(S) = P(X~1(9)) = P(?) =1
B; C S disjunkt (i € N)

PX(UBy) =P(X Y (UB))=P(UXLB) = S P(X\(B)) = . PX(B)),
1€N €N zeNm €N i€N

d.h. es ist o-Additiv

(2, P) diskreter Wahrscheinlichkeitsraum = 30y C 2 abzéhlbar mit P(€g) =1
So =X () ={X(w) |w e N} C S abzéhlbar.

PX(8p) = P(X7H(X(Q0)) > P() =1

d.h. PX(Sp) =1

Beispiel 3.2. 2 maliges Werfen eines fairen WUrfels
Es interessiert und die Augensumme

Modell: Q = {1,...,6}2, P Laplace-Verteilung
X:Q—-4{2,.,12} =85

13




X(wl,WQ) = w1+ wo

Verteilung von PX von X hat Zihldichte fx gegeben durch

keS: fx(k)=P*({k}) = P{X =k}
= P{(w1,w2) € Q| X(w1,w2) = w1 + w2 =k}
= P{(w,k—wi)|1<w <6,1<k—w <6}
= P{(wi,k —w1) | maz(l,k —6) <w <min(6,k—1)}

C[EL falls2 <k <7

SR fallsT <k <12

6—|k—7|

=————VkeS
36

Zufallsvariablen sollen als unabhingig angesehen werden, wenn alle durch sie aus-
driickbaren Ereignisse stochastisch unabhingig sind.

Definition 3.3. (P-)Stochastische Unabhingigkeit bei Zufallsvariablen Sei (X, P)
diskreter Wahrscheinlichkeitsraum.
Seien X; : Q — S;,1 <1 <n Zufallsvariablen.

Sie heifsfem (P-)Stochastisch unabhdngig, wenn fir beliebige B; C S;, 1 < i < n, die
Ereignisse {X1 € B1},...,{X, € By} stochastisch unabhingig sind.

Man beobrachte: (X1, ..., X,,) : Q@ — Siz...xS, ist eine Zufallsvariable.

Satz 3.4. In der Situation von Definition 3.3 sind dquivalent:

(i) X1,..., Xy sind stochastisch unabhingig
n

(i) VB; € Si(1 <i<n): P{X; € B;V1 <i<n}=[|P{X; € B;}
i=1

(i4i) Die Zihldichte f(x,, . x,) von P& Xn) hat die Form
fxt,x0) (1, tn) = [Thi(t:) Yt € Si(1 < i <n)
i=1

fiir geeignete Funktionen h; : S; — [0,00)
In dem Fall hat PXi die Zihldichte

. 1
le (tl) =C;- hl(tl) Vt;, € S; mit C; = m (31)

tesS;




Beweis:
(i) = (11) ist klar, da {X; € B;},1 <i <n, stochastlsch unabhéngig.

— P(O{X;€Bi}) = P{X: € BVl <i<n)— HP{X € B;}
i=1
(ii) = (iii) Speziell fir B; = {t;}

O[Pix < B)
i=1

- ﬁP{Xi = t;)
=1

dhe foe, ) (s tn) = P{UXGs o Xn) = (B0 ta) } = .l:nIIP{X@' =t} = .ﬁlei (t:)
d.h. (iii) = L
(iii) = (3.1)

= P{X; = t;, X; € 5;,Vj # i}

= Z fxi,x) (1, s tn)

tjGSj
J#i

@ > st
t;€S8k=1
J#

YT Y Y Y [

t1€51t2€82  t;—1€S;—1ti41€Si+1  th€ESnk=1

= hi(t;) - H Z hj(tj) | =: C; (Distributivgesetz)
Jj=1 \t;€S;
i#]

Darstellung fiir C; folgt aus Bedingung Y fx,(¢) = 1 an Zahldichten
tes;

(iii)=(ii) O.E. h; = fx,



VB; € S;
= Z Fttrotn) (15 s tn)

(t1,-stn)EB1Z...x By

= H Z fx; (t) (Distributivgesetz)

1=1t,€B;

= ﬁp{xi € B;}
=1

(i)=(1) 22z VJC{l,...,n},J#0,{X; € B;VjeJ}=[]P{X; € Bj}
jeJ
folgt sofort aus (ii) mit B; := S; Vi € I, denn dann P{X; € B;} = P(2) =1
{X;eBjVjeJ}={X,eB;V1<i<n}

Beispiel 3.5. Zufallsexperiment mit Erfolgswahrscheinlichkeit p € [0,1] werde n-mal
unabhdngig durchgefihrt.

Modell: Q@ = {0,1}", wobei 0 einem Misserfolg und 1 einem Erfolgt entspricht.

Def. Wahrscheinlichkeitsmafl auf Q mit Zihldichte
>0 nw; >on(l-w;)
fw) = P{(w1,..on)} =p=t - (1—p)=
(denn bei jeder Durchfihrung Erfolgswahrscheinlichkeit p
~ Faktor p, wenn w; = 1, d.h. i-tes Experiment erfolgreich
Faktor (1-p), wenn w; = 0, d.h. i-tes Experiment misserfolg )

Zufallsvariable X; : Q@ — {0,1}, X;(w) = w;. d.h.
Y, 0 falls i-tes ExperimentMisser folg
)1 falls i-tes ExperimentEr folg

Beh.: X1, ..., X, sind stochastisch Unabhdingig.
Denn Zihldichte von P(X1:%Xn)

fxi ) (B s tn) = P{X1, o Xn) = (81, 80) }
=P{lweQ|Xi(w)=w;=tV1<i<n}

>ont;
= P{(t1,....tn)} =p=t - (1_p)(17t¢)

000
i=1



hat Produktgestallt.

Zufallsvariable Y := > nX;, Y = Anzahl der erfolge m in n Experimenten.
i=1
PY hat Zihldichte

fy(k) = P{Y =k} = P{(w1,...,wn) € Q| Y (w1, ..wn) = in(w) => w=k}
= > a-pt

(w1y...,wn ) EQ
S wi=k
i=1

= <Z> P (L —p)"F

denn es gibt genau (Z) Moglichkeiten die k Stellen auszuwdhlen, auf denen eine 1
steht.
Also: PY = B, py  Binomialverteilung (— Bsp 1.10.(i))
Speziell: n=1 By, : Benoulli- Verteilung

Also sind X1, ..., X,, stochastisch unabhingig mit PXi = B1p)

Beispiel 3.6. Capture-Recapture- Verfahren
Ziel: Schitze Anzahl N Fische im See
Dazu:

1. Fange M Fische, makiere sie und lasse sie wieder frei.

2. Fange wieder n Fische, darunter seien m makierte.

Annahme: Fangwahrscheinlichkeit unter 2. sei fiir makierte und unmakierte Fische gleich

Modell: n-mal Ziehen ohne Zuriicklegen aus N Fischen und ohne Beriicksichtigung der
Reihenfolge.
Q={(wi,.c,wn) €{1, ..., N}" w1 <wz < ... <wp}
makierte Fische entsprechen den nummern 1,...,M
P Laplace-Verteilung
X(w) = >_nly  ay(wi) : Anzahl der makierten Fische
i=1

. 1 fallsw; € {1,...,M}

Erinnerung: (1, myw) = {O Fallswr ¢ {1, M}

magliche Werte von X (w;) : 0 < X(w) < min(M,n),n — X(w) < N—-M
= Wertebereich von X : S := {max(0,n+ M — N),...,min(n, M)}



{w e Q| X(w) =m}|
]
Es gibt genau (]\W{) Méglichkeiten m makierte Fische aus M makierten Fischen zu ziehen.

Es gibt genau (]X:%) Maéglichkeiten n-m nicht makierte Fische aus allen N-M nicht ma-
kierten Fischen zu ziehen.

M N—-M
(m) * Gnm)
()

n

d.h. PX = Hnmm) - hypergeometrische Verteilung
hypergeometrische Verteilung : Ziehen ohne Zuriicklegen
Binomialverteilung : Ziehen mit Zuriicklegen

Benoulli- Verteilung : Spezialfall von Binomialverteilung mit n=1
Falls n << N, dann ist Ziehen mit oder ohne Zuriicklegen fast identisch.

D.h. (H)(nmyim} = B(n’%){m} VO<m<n

Berechne: P{X =m} =

= P{X =m} = = Hnmn)({m}) Vm e S

Wir werden sehen: erwaretete Anzahl makierter Fische = n - %
Wobei N unbekannt ist.

M - M
i ir N: X(w)~n-—~ N:=|n ——
Schatze fiir (w)=n i [n X( )}

Wobei X (w) die beobachtete Zahl makierter Fische ist.

Im Fall dass die Anzahl der Experimente n grofl und die Erfolgswahrscheinlichkeit p
klein ist, kann By, ;) approximiert werden durch eine einfachere Verteilung.

Satz & Definition 3.7 (Poisson’scher Grenzwertsatz, ”Gesetz der kleinen Zahlen®).
Ist p, € (0,1),n € N, s0 dass limn-p, = X >0, so gilt fir k € Ny
n—oo

Jim By p, (k) = e - 3y =: fa(k)

fr: Nog — [0, 1] ist eine Zihldichte.
Das zugehdrige Wahrscheinlichkeitsmaf$ Py heifst Poisson-Verteilung mit Parameter .

Beweis: (1 — #2)" — e falls z,, —

Binpa) 1k} = (1) #i (1=pu)"™" = e R () (1= TRy (1= )5
AP e™

—
n—00 k!



Summen unabhdngiger Zufallsvariablen

Definition 3.8 (Falltung). Sind X,Y stochastisch unabhdingige R-wertige Zufallsva-
riablen auf einem diskreten Wahrscheinlichkeitsraum (2, P), so heifst die Verteilung
PX*Y der Summe X+Y die Faltung von PX und PY, in Zeichen PX x PY

Ebenso wird die Zihldichte fxiy wvon PXTY die Faltung der Zihldichte fx wvon
PX und fy von PY gennant, i. Z. fx * fy

Satz 3.9. Sind in der Situtation von Def. 3.8 X und Y Z-wertig, so gilt
fx*xfy(n)=> fxk) - fy(n—k)VneZ
keZ

Beweis:
fx*fy(n)=P{X+Y =n}
:ZP{X:k,Y:n—k}

keZ

=Y P{X =k} -P{Y =n—k}
keZ

= fo “fr(n—k)
keZ

Beispiel 3.10. Seien A1, A2 > 0. Dann hat Py, * Py, die Zihldichte

M * o (n Zf,\l “rn(n—k)

n n—=k
= Zei/\l . Lllf e M2 Ag )

— k! (n—k)!
_ (M) | k y\n—k
=e T nlzkt TAL Ag

TR L (1 h)" = Fayay(n) Y € No

Also Py, * Pry = Pay+xs

Beispiel 3.11 (Quicksort). z1, ..., x, sollen sortiert werden
x; seien alle verschieden




1. Wiihle zufillig gleichverteilt ein x; aus

2. Ordne Zahlen x; < x; links von x; ~ X; Vektor von Zahlen < x;
3. Ordne Zahlen x; > x; rechts von x; ~ X, Vektor von Zahlen > x;
4. Verfahre mit X; und X, getrennt ebenso.

Beispiel. 8 7 2 6 13 1
1. Wahl 7: 3261 ]7| 13 ~» 5 Vergleiche
S—— =~
X; X,
2. Wahl 8: 2 1|3|6]7|13 ~ 8 Vergleiche
12(3|6|7|13 ~ 1 Vergleiche

9 Vergleiche

worstcase: gewdhlte Zahl jeweils kleinste oder grofite
Vergleiche: (n — 1)+ (n—2)+ ...+ 1= %

bestcase: Spezielln = 2F — 1
ausgewdhlte Zahl jeweils mittlere

1. Schritt 2% — 2 Vergleiche ~+ 2 Blécke mit Linge 2871 — 1
2. Schritt 2 - (2871 —2) Vergleiche ~» 4 Blicke mit Linge 2F=2 — 1
~ Gesamizahl der Vergleiche:
2F -1 +2-2F1—2)+ ... +2-(22-2)=(k—2)- 2+ 2~n-logyn

2
Spdter: mittlere Zahl der bendtigten Vergleiche = i -Anzahl der Vergleiche beim bestcase

og
~—~—
~2,09

Hier: Bestimme Zdhldichte der anfilligen Anzahl von Vergleichen, die bendtigt werden.

Wird die Zahl jeweils zufdllig gleichverteilt gewdhlt, so hdngt die Verteilung der An-
zahl von Vergleichen nur von der Anzahl n der Daten ab, nicht von der Reihenfolge.

Z(X) = Zahl der Vergleiche, um Vektor X zu sortieren
Z(xla "'7xn) =n—1+ Z(Xl) + Z(XT)

Angenommen k kleinste Zahl ausgewdhlt:
Dann ht X; die Linge k — 1 und X, die Lange n — k

Zihldichte von Z(x1,...,xn) : fa(m) = P{Z(x1,...,x,) = m} (hingt von n ab, nicht
von den genauen Werten x1, ..., xy)

Dann

P{Z(x1,..,mn) =1} = P{Z(X)) + Z(X,) = — (n— 1)}



Bei gegebenem Wert k sind T(X;), Z(X,) stochastisch unabhingig, da Zahlen jeweils un-
abhdngig gewdhlt werden.

Da jeder Wert von k mit Wahrscheinlichkeit % angenommen wird, folgt

) =P{Z(X)+Z(X,)=1l—n+1}

=3 e fakll-mt )

k=1
= %Zka—l(j) ookl —n+1-7)
k=1j=0
f1(0) =1
(1) =1

fn,n > 3 kann wie oben rekursiv berechnet werden.

Definition 3.12 (Markov-Kette und -Eigenschaft & Ubergangswahrscheinlichkeit).
FEine Folge won Zufallsvariablen (Xp)nen, von S-wertigen Zufallsvariablen (S
héchstens abzihlbar) heiffit Markov-Kette, falls fir alle n € N,sg,...,8p+1 € S mit
P{Xn = Sp, Xp—1 = Sp_1,.-, X0 = 80} >0
P(Xn+1 = Sp+1 ‘ Xn = Sann—l = Sn—1, ---7X0 = 50)
= P(Xpn41 = Sn+1 | Xn = sn) (Markov-Eigenschaft)

Die Markovkette heifit homogen,falls die Ubergangswahrscheinlichkeit Py := P (X, 11 =
t| X, =s) fir alle n € Ng mit P{X,, = s} > 0 gleich sind

Bei (homogenen) Markov-Ketten hingt das zukiinftige Verhalten nur vom gegenwértigen
Zustand ab, nicht von der echten Vergangenheit.

Stochastisches Verhalten einer homogenen Markov-Kette ist eindeutig bestimmt durch
die Startverteilung PX¢ (z.B. durch die zugehorige Zihldichte fo(s) = P{Xo = s}) und
die Ubergangswahrscheinlichkeit P, s,t € .S



Dann z.B.

P{Xo =50, X1 =51,X0 =82} = P(Xo =52 | X1 = 51,X0 = 50) - P{X1 = 51,X0 =150}
= P52$1 . P(X1 = 851 ‘ Xo = 80) -P{XO = 80}
= P8281 'Pslso : fO(SO)

Allgemein: P{X; € A;V0<i<n}= > fo(s0) Psys; - Psysy = - Psyi_15n
SZ'EA»;
(0<i<n)

Beispiel 3.13 (Gliicksspiel). Spiele A bestimmt Finsatz und wirft Minze.
Falls Kopft fillt, geht der Einsatz an A, sonst an B

Spieler A hat 1 €und braucht 5 €

“Kiihne Strategie”:
A setzt jeweils alles, wenn er < g€hat, sonst die Differenz 5 €- Kapital

2B. Psy=p, Ps4y=1—p, Py =0Vi € {3,5}
Zustinde 1 und 5 hiefiten absorbierend.

Mit welcher Wahrscheinlichkeit erhdlt Spieler A schlieflich 5 €7
pr = P(X; = 5fiir einl >n| X, =k) (Hdngt nicht von n ab)
Dann:

P, = P(X; = 5fir einl > n|X,, =1)
= P(Xp+1=2,X; = fiir einl >n|X,, =1) + P(Xp+1 = 0, Xifiir einl > n|X,, =1)
P{X,=1,X,41=2}X;=5fireinl>n+1 P{X,= 1,)(?n+1 =2}
- P{P(X,=1,Xp:1=2)} ' P{X, =1}
= P(X; =5fireinl>n+1|X, =1, X,41 =2) - P(Xp11|Xn =1)
= P(X; = 5fir ein |l > n+ 1| X1 = 2) Py
=P-p

* = Markov-Figenschaft



Ebenso:

Py=p- Py
Ps=p+(1-p)-P
Pi=p+(1-p)- Py
lineares Gleichungssystem:

1 —p 0 0 ) 0

0o 1 o0 -p| [B]_|o

p—1 0 1 0 Pyl |p

0 0 p-1 1 P, D
A

A ist invertierbar = es existiert eine eindeutige Losung Py, ..., Py

(2-p)-p°

P =
! 1—p2+2p3 —pt

Zum Vergleich:
Vorsichtiger Spieler setzt nur 1 €

p P
D@ Y C) (D’
1-p 1- 1-p

P

Wie oben erhdllt man

1 —p 0 0 P 0
p—1 1 —p 0 PRl |0
0O p-—-1 1 —p Pyl |0
0 0 p—1 1 Py P

Gleichfalls losbar
Py

- 1—3p+4p? —2p3 + pt



